
志村多様体と K3曲面：Tate予想への応用

松本雄也 ∗

概要

有限体上の滑らかな射影的代数多様体の Tate 予想とは，その多様体上のサ
イクルの存在に関する予想である．最近Madapusi Pera [MP15]により，有限
体上の任意の K3 曲面（ただし標数 2 を除く）について Tate 予想が成立する
ことが，直交群の志村多様体の整モデルの構成の帰結として証明された．（標

数 2についてはその後 Kim–Madapusi Pera [KMP16]および伊藤–伊藤–越川
[IIK18] により示された．）
本稿では，Tate予想および K3曲面について解説したのち，この証明を解説
する．

1 Tate予想

Tate予想にもいろいろある（注 1.3を参照）が，まず 1.1節で有限体上のアーベル

多様体の自己同型に関する Tate予想について述べ，その後 1.2節で有限体上の多様

体のサイクルに関する Tate予想について述べる．

1.1 有限体上のアーベル多様体に対する Tate予想

k を有限体とし，A を k 上のアーベル多様体とする．標数 p と異なる素数 l に対

し，Tl(A) := lim←−m
A[lm](k)を Aの l進 Tate加群とよぶ．これは階数 2 dimAの自

由 Zl 加群で，自然に絶対ガロア群 Γk が作用する．

定理 1.1（Tate 予想／ Tate の定理 [Tat66]） 自然な射 Homk(A,B) ⊗ Zl →
HomΓk

(Tl(A), Tl(B))は全単射である．
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予想が提唱された経緯については注 1.3で述べる．

H1
ét(Ak,Zl)は Tl(A)の双対に自然に同型なので，H1

ét の方で述べられることもあ

る．また，⊗Zl
Ql した形で述べられることもある（同値であることは簡単に分かる）．

後のいろいろな証明で類似を指摘したいので，証明を簡単に紹介しておく．

証明 単射性（任意の体 kに対して成り立つ）は比較的容易であり，例えば [Mum70,

Section 19, Theorem 3]を参照せよ．

全射性を示す．Vl(A) := Tl(A)⊗Qlとおく．（A×Bを考えることにより，）A = B

と仮定してよい．つまり

Endk(A)⊗Ql → EndΓk
(Vl(A)) (1.1)

が全射であることを示せばよい．全射であることを 1つの l ̸= pで示し，また右辺の

次元が lによらないことを示せば十分である．

Γk の作用で Ql 上生成される End(Vl(A)) の部分代数を Fl とおくと，これは

Endk(A)⊗Qの中でフロベニウス射が生成する部分代数 F に ⊗Ql したものである．

Endk(A) ⊗ Qが semisimpleなので，F も semisimpleであり，l をうまくとること

により Fl が Ql いくつかの直積であるようにとれる（この条件をどう使うかの説明

は省略する）．このほか，「k 上のアーベル多様体 B（の k 同型類）で，次数 d2 の偏

極をもち，Aとの間に次数 lベキの同種写像があるもの」の有限性（k が有限体なの

で，モジュライ空間の k 値点を考えると従う）も用いることで，そのような lについ

ての全射性が従う．

Γk の End(Vl(A))への作用が semisimpleなので，式 (1.1)の右辺の次元はフロベ

ニウスの固有多項式のみから計算でき，この固有多項式が lによらないので，次元も

lによらない．

p > 2 で k が Fp 上有限生成な体の場合にも成り立つことを Zarhin [Zar76]，森

[Mor78] が示している（森は p = 2 も示したが未出版らしい（[MB85, Chapters

11-12]））．

一方 k が Q 上有限生成な体な場合にも成り立つことを Faltings [Fal83], [FW84,

VI.3節] が示した．こちらの方がだいぶ難しい．
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1.2 有限体上の代数多様体に対する Tate予想

kを有限体とし，X を k上の滑らかな射影的代数多様体とする．余次元 iのサイク

ルのなす加群を Zi(X)とおく．自然な射 Zi(X) → H2i
ét (Xk,Zl)(i)の像は明らかに

Γk 不変部分 H2i
ét (Xk,Zl)(i)

Γk に入る．

予想 1.2（Tate予想） Zi(X)⊗Z Ql → H2i
ét (Xk,Ql)(i)

Γk は全射である．

注意 1.3 Tate 予想とは，広くは，Tate が 1964 年の Woods Hole 研究集会で述

べた一連の予想をさす：定理 1.1（当時はまだ予想），予想 1.2 およびこの射の核

の記述，Γk の Hét への作用が半単純か，ゼータ関数の極との関連など．講演の内

容は [Tat64],[Tat65]*1を参照せよ．またこれらの予想の発端のひとつとして，1962

年の Tate の ICM 講演 [Tat63, Section 4] で挙げられた，大域体上の楕円曲線の

Shafarevich–Tate群の l-partの有限性予想およびそれと同値*2ないくつかの予想が

ある．Tateのサーベイ [Tat94]およびMilneのサーベイ [Mil07],[Mil14, Section 4]

も参照せよ．

本稿では定理 1.1と予想 1.2のみを扱う．また，l 進ではなくクリスタリンコホモ

ロジーを用いる定式化もあるが，本稿では省略する．

定理 1.1と予想 1.2との関係を述べる．A,B に対する定理 1.1をH(A,B)と書き，

X, iに対する予想 1.2を T i(X)と書くことにする．

命題 1.4 (1) H(A, Ǎ)が成り立てば T 1(A)が成り立つ．ここで Ǎは双対アーベル

多様体である．

(2) T 1(X), T 1(Y ),H(A,B)が成り立つことと T 1(X×Y )が成り立つことは同値．

ここで A = Alb(X)で B = Pic0(Y )．

証明 以下 Hj
ét(Xk,Ql)のことを Hj(X)と略記する．

(2)分解 Z1(X×Y ) = Z1(X)×Z1(Y )×DC(X,Y )（DC は divisorial correspon-

denceのなす加群）および分解H2(X×Y ) = H2(X)×H2(Y )× (H1(X)⊗H1(Y ))

を用いる．右辺の第 1,2項の間の射が T 1(X), T 1(Y )の射に，第 3項の間の射がA,B

*1 Milneいわく，[Tat64]は informal mimeographed proceedingsで，加筆されたものが [Tat65]
として出版された．

*2 同値性の証明には当時未解決だったWeil予想を用いたりするのだが．
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に対する H(A,B)の射に一致することをみればよい．

(1) 次の図式を用いる．

Z1(A)⊗Ql

α //

γ

��

DC(A,A)⊗Ql
β

oo

γ

��

H2(A)(1)
α // H1(A)⊗H1(A)(1)
β

oo

ここで α = µ∗−pr∗1−pr∗2, β = ∆∗であり，∆: A→ A×Aは対角射で µ : A×A→ A

は加法である．すると αγ = γα, βγ = γβ, βα = 4− 1− 1 = 2が成り立ち，左側が

右側の直和因子であることが分かるので，主張が従う．

定理 1.1 と命題 1.4 より，曲線いくつかとアーベル多様体いくつかの直積に対し

て T 1 が成り立つことが分かる．この他いくつかの例について T 1 が知られている

（[Tat94, Section 5]を参照）．K3曲面については 2.3節で述べる．

以上では kを有限体としたが，より一般に素体上有限生成な体でも同様の予想を考

えられる．*3

Tate予想と Hodge予想との関連について述べる．

滑らかな複素射影代数多様体 X と整数 i に対し，サイクル類の定める

射 Zi(X) → H2i(X,C) の像は明らかに H2i(X,Z) ∩ Hi,i に含まれるが，

Zi(X) ⊗Z Q → H2i(X,Q) ∩ Hi,i が全射であるというのが Hodge 予想である．コ

ホモロジー類のうちどれが代数的サイクルから来るかを予言するという意味で, 少な

くとも表面的には Tate予想と類似する．i = 1の場合，つまり因子に対する Hodge

予想は，より強く Z係数の形で証明されている（Lefschetzの (1, 1)定理に他ならな

い）．i > 1で知られている例はほとんどない．

表面的類似に留まらず以下のような関連がある（[Del82]*4や [Mil07, Sections 6–

10]を参照）．X を標数 0の体 k上の多様体とし，kは Cに埋め込める（i.e. 濃度が C
の濃度以下である）とする．X について Tate予想が正しいとすると，Xk の absolute

Hodge類はすべて代数的であることが分かる．「Hodge類はすべて absolute Hodge

である」という Deligne の予想があり，この予想と Tate 予想から Hodge 予想が従

*3 講演時に，有限生成でない体上の多様体についてはどうかという質問がありましたが，そのような
多様体も実際には有限生成な部分体上定義されるので，そちらで考えればよいかと思います．

*4 Milneの endnoteのついたバージョンがMilneのウェブサイトにある．
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う．Deligneの予想はアーベル多様体については正しいことが知られている．この他

にも関連があるが本稿ではこれ以上立ち入らない．

2 K3曲面

2.1 K3曲面の基本

K3 曲面の基本的な事実を復習する．詳細は成書（例えば Barth–Hulek–Peters–

van de Ven [BHPV04]，Huybrechts [Huy16]，金銅 [金銅 15]など）を参照いただき

たい．

定義 2.1（K3曲面の定義） 体 F 上の固有かつ滑らかな曲面X がK3曲面であると

は，
∧2 Ω1

X
∼= OX かつ H1(X,OX) = 0 であること．

注意 2.2 • 1つめの条件
∧2 Ω1

X
∼= OX を満たす曲面 X は K3曲面とアーベル

曲面（と，標数 2や 3におけるいくつかの例外的な場合）のみである．アーベ

ル曲面は 2つめの条件を満たさない．

• F = Cの場合，複素多様体（代数的と限らない）の範疇で K3曲面を扱うこと

も重要だが，本稿では専ら代数的なもののみを扱う．なお，複素 K3曲面のモ

ジュライ空間（20次元）のうち代数的なものは余次元 1の閉部分空間可算無

限個の合併をなす．以下とくに断らない限り代数的と仮定する．

• K3曲面に有理二重点（ADE型特異点）を許す文脈もあるが，本稿ではそうし

ない．

例 2.3 K3曲面の例を挙げる．

• P3 に含まれる滑らかな 4次曲面は K3曲面になる．

• P4 の 2次超曲面と 3次超曲面の交わり，および P5 の 2次超曲面 3つの交わり

は，滑らかな曲面ならば K3曲面である．完全交差の形に書ける K3曲面は以

上の 3種類しかない（重み付き射影空間の完全交差も含めればもう少しある）．

• P2 の滑らかな 6次曲線で分岐する 2重被覆は K3曲面になる．

• アーベル多様体と関連の深い例として次の Kummer曲面がある．Aをアーベ

ル曲面とし，標数は 2ではないとする．有限群 {±1}は Aに作用し，16個の

固定点をもつ（＝ Aの 2分点）．商 A/{±1}は（A1 型の）特異点を 16個もつ
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が，それの最小特異点解消は K3曲面になる（C上に限らない任意標数（̸= 2）

での証明は例えば [Băd01, Theorem 10.6]や [Huy16, Example 1.3(iii)]を参

照）．これを KmA と書き，このように得られる K3 曲面を Kummer 曲面と

よぶ．

命題 2.4（K3曲面の Hodge数） hp,q = dimHq(X,Ωp
X)の値は，h0,0 = 1, h2,0 =

h0,2 = 1, h1,1 = 20, h2,2 = 1, 他は 0．

証明 標数 0 の場合，h1,1 以外は定義と Serre 双対性と hp,q = hq,p とから従う．

正標数の場合は hp,q = hq,p が使えないので（K3 曲面の場合は結果的には正しい

が），H0(X,Ω1) = 0を別途示す必要がある．これは Rudakov–Shafarevich [RS76,

Theorem 7]や Nygaard [Nyg79, Corollary 3.5]により示されている．

h1,1については，Hirzebruch–Riemann–Rochの定理（の特殊な場合であるNoether

の公式）より
∑

(−1)i+jhi,j = 12χ(OX)−K2
X = 24となることから従う．

またこのことから，複素 K3曲面が普遍変形空間をもちその次元が（h1,1 =）20で

あることが分かる．

命題 2.5（K3曲面の Betti数） 0次から 4次までの Betti数は順に 1, 0, 22, 0, 1（他

は 0）となる．

正確に言うと，C上の場合の Bettiコホモロジー，標数 ̸= lの（閉体上の）場合の

l 進コホモロジー，標数 pの（閉体上の）場合のクリスタリンコホモロジーは，上述

の階数の自由加群である．

証明 Q係数 Bettiコホモロジーについては前命題から直ちに従うが，整係数で示す

には torsionに関する議論が必要になる．

Betti：[BHPV04, Proposition VIII.3.3]参照．

l 進：標数 0なら，C上の場合に帰着した上で Bettiとの比較定理を用いる．正標

数なら，次命題と smooth base change theoremで標数 0に帰着する．

クリスタリン：[Del81, Proposition 1.1]参照．

命題 2.6（標数 0への持ち上げ） X を正標数の代数閉体 k 上の K3曲面とし，Lを

ampleな線束とする．このとき，k のWitt環W = W (k)上有限な DVR T 上へ X

が持ち上がる：つまり，各ファイバーが K3 曲面である T 上固有滑らかなスキーム

X およびその上の ampleな線束 Lであって X, Lの延長であるものが存在する．
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証明 Deligne [Del81, Corollaire 1.8]．

さらに，Ogus [Ogu79]の結果と Tate予想を用いると T = W (k)ととれることが

分かるが，詳細は省略する．

もう少し強く，Picard群の階数 10以下の部分群を与えたときに，その部分群を込

めての持ち上げが存在することが知られている（[LO15, Proposition A.1]）．Picard

群全体を込めての持ち上げがあれば便利だが，これは一般には存在しない（Picard数

の上限（命題 2.9）を見比べると分かる）．

次に K3曲面の定める格子について述べる．Z値対称双線形形式の入った有限階数
自由 Z加群のことを格子 latticeとよぶ．例を挙げる：

• e2 = f2 = 0かつ ef = 1なる 2元 e, f で生成される階数 2の格子 U．双曲平

面とよばれる．

• E8 型ルート系に対応する階数 8の格子 E8．これは正定値である．

また，上の定義で Zを一般の可換環 Rで置き換えたものを R上の格子とよぶことに

する（あまり一般的な言い方ではない．quadratic spaceとする方がよいかもしれな

い．あと自由ではなく射影的にするべきかもしれないが，本稿では R = Z,Zl,Qの
場合しか出てこないのであまり気にしない．）．

命題 2.7（K3曲面のH2） X を（代数的と限らない）複素K3曲面とする．H2(X,Z)
には対称双線形形式が H2(X,Z) ×H2(X,Z) ∪→ H4(X,Z) ∼→ Z により定まってい
る．H2(X,Z)は格子として U⊕3 ⊕ E8(−1)⊕2 に同型である．ここで E8(−1)は E8

の双線形形式の値を−1倍にしたものである．とくに，H2(X,Z)の符号は (+3,−19)
である．

一般の体 k 上の K3曲面 X に対する H2
ét(Xk,Zl)は，Zl 上の格子として，上に述

べた格子に ⊗ZZl したものと同型である．

証明 非退化，unimodular（双線形形式を行列表示したとき行列式が ±1 であるこ
と），偶（任意の元 xに対し x2 ∈ 2Zであること），かつ不定値な格子の同型類は符号
のみから決定されることが知られている．よって H2(X,Z)と U⊕3 ⊕ E8(−1)⊕2 の

両者でこれらの性質を確認し符号を計算すればよい．後者については容易である．前

者については，unimodularは双対性から，偶なことは Stiefel–Whitney類に関する

Wuの公式から従い，符号が (+3,−19)であることは Hirzebruch指数定理から計算
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できる．

この格子 U⊕3 ⊕ E8(−1)⊕2 を本稿では LK3 と書くことにする．

X,Y を（代数的と限らない）複素 K3 曲面とする．f : X → Y が同型射ならば，

Betti コホモロジーの射 f∗ : H2(Y,Z) → H2(X,Z) は等長同型（つまり，Z 加群の
同型でありさらに双線形形式を保つ）であり，さらに Hodge構造を保つ．これは当

たり前だが，これの逆が次の意味で成り立つ．

命題 2.8（K3曲面の Torelli型定理） X,Y を（代数的と限らない）複素 K3曲面と

する．Hodge構造を保つ等長同型 ϕ : H2(Y,Z) → H2(X,Z)が存在するならば，複
素多様体の同型射 f : X → Y が存在する．

さらに，ϕが Kähler coneを保つならば，ϕ = f∗ となるように f をとれる．

ϕが Kähler coneを保つと限らない場合，X 上の滑らかな有理曲線 C1, . . . , Cm が

存在して，rCm ◦ · · · ◦ rC1 ◦ϕまたはその −1倍は Kähler coneを保つ．ここで rC は

コホモロジー類 [C] ∈ H2(X,Z)による鏡映（等長写像 rC(x) = x+ (x · [C])[C]）を
表す．

曲線に関する Torelliの定理（標語的に言うと，曲線がそのヤコビアン多様体で決

まる，すなわち H1 で決まるというもの）との類似から Torelli型定理とよばれる．

この Torelli 型定理の歴史について軽くふれる．まず Pjateckii-Shapiro–

Shafarevich [PSS71]が代数的 K3曲面の（偏極つき）Torelli型定理（命題 2.18）を

証明し，Burns–Rapoport [BR75]が Kählerな K3曲面の場合に Torelli型定理を証

明した．（射影的ならば Kähler だが一般に逆は成り立たない．2 次元なので代数的

と射影的は同値である．）その後，この Kählerな K3曲面に対する Torelli型定理を

用いて，すべての複素 K3曲面が Kählerであることが Siu [Siu83]により示された．

（この辺りは [BBD85]や [金銅 15, 第 0章]に詳しい．）

Tate予想（i = 1）について考えたいので，因子がどれだけあるかを見ておく．

命題 2.9（K3 曲面の Picard 数） K3 曲面の因子について，線形同値と代数的同

値は一致する．したがって K3 曲面 X の Picard 群（因子の線形同値類のなす群）

Pic(X) は Néron–Severi 群（代数的同値類のなす群）NS(X) = Pic(X)/Pic0(X)

と同一視できる．Pic(X) は torsion-free である．標数 0 の代数閉体上の Picard 数

（Néron–Severi 群のランク）ρ としてありうる値は 1, 2, . . . , 20 であり，正標数の代
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数閉体上の Picard数としてありうる値は 1, 2, . . . , 20, 22である．

証明 標数 0のとき ρ ≤ h1,1 = 20なることと，正標数のとき ρ ≤ b2 = 22なること

は明らか．他は省略する．

なお，任意の閉体上で上記の値がすべて実現されるわけではない．例えば，標数 p

の有限体上の K3曲面に対し Tate予想が成り立てば，Fp 上の K3曲面の Picard数

は必ず偶数になることがすぐに分かる．

基礎体を拡大すると一般に Picard群は大きくなるが，次の関係がある（この命題

は K3曲面に限らない）．

命題 2.10 X を k上の滑らかな射影的代数多様体とする．k′/kをGalois拡大とし，

その Galois群を Γとおくと，Pic(X)⊗Q→ Pic(Xk′)Γ ⊗Qは同型である．k が有
限体ならば ⊗Qするまでもなく同型である．

証明 Hochschild–Serreスペクトル系列

Ep.q
2 = Hp(Γ,Hq

ét(Xk′ ,Gm))⇒ Hp+q
ét (X,Gm)

から，完全列

0→ Pic(X)→ Pic(Xk′)Γ → H2(Γ,Gm)→ H2(X,Gm)

を得るが，H2(Γ,Gm) が torsion なのでよい．k が有限体の場合については，

H2(Γ,Gm) = 0となるのでよい．

ちなみに，kが有限体でなくても，X が k有理点をもつ場合には，その有理点の誘

導する射が上記完全列の一番右の射の左逆となるので，Pic(X)→ Pic(Xk′)Γ が同型

となる．

Tate予想（i = 1）の射 Z1(X)→ H2
ét(Xk,Zl)(1)は Pic(X)を経由するので，次

の系を得る．これはしばしば断りなく用いる．

系 2.11 X を前命題の通りとし，k′/k を有限次 Galois拡大とすると，T 1(Xk′)が

成立すれば T 1(X)も成立する．

そこでこれ以降は幾何的 Picard数（基礎体を代数閉包で置き換えたときの Picard

数）のことを単に Picard数とよぶことにする．
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2.2 偏極つき K3曲面のモジュライ空間

定義 2.12（偏極） K3曲面 X 上の線束（の線形同値類*5）ξ が bigかつ nefである

とき，ξ をX の準偏極 quasi-polarizationという．より強く ξ が ampleであると

き，偏極 polarizationという．交点数 ξ2 を ξ の次数という（これは正の偶数であ

る）．ξ が（NS(X)で）他の元の非自明な整数倍にならないとき原始的 primitiveで

あるという．組 (X, ξ)のことを（準）偏極つき K3曲面ということがある．

以下では（準）偏極は原始的なもののみを考える．

例 2.13 例 2.3 の最初の 3 項目で挙げた例で O(1) の引き戻しはそれぞれ次数
4, 6, 8, 2の偏極である．逆に，次数 4, 6, 8, 2の偏極つき K3曲面のほとんどはそこで

挙げた形である．

任意の正の偶数 2dに対しその次数の偏極つき K3曲面が存在するが省略する．

定義 2.14（モジュライ空間） M◦
2d, M2d で次数 2dの（原始的な）偏極つき K3曲

面，準偏極つき K3曲面のモジュライ空間をそれぞれ表わす．これらは SpecZ上の
Deligne–Mumfordスタックである（スキームにはならない）が詳細は省略する．変

形理論から，SpecZ上の相対次元が 19であることが分かる．自然な射M◦
2d →M2d

は開埋め込みである．

今後必要となる M2d の性質をまとめる（[MP15, Theorem 3.8, Corollary 3.9]

参照）．

命題 2.15（M2d の性質） M2d,Q およびM2d,Fp は 19次元である．

M2d → SpecZの smooth locusをM sm
2d とおくと，M

sm
2d はファイバーごとに稠密

である．また，M2d,Z[1/2] は非 smooth な点を含めて正則かつ locally healthy（3.3

節参照）である．

ファイバーごとの特異点については次のようになる．M2d,Q は滑らかである．

M2d,Fp の特異点は高々 0次元である．p > 2のとき，M2d,Fp に特異点が存在するな

らば ordp(d) = 1である．

*5 なお命題 2.9で述べたように K3曲面では線形同値は代数的同値と一致する．
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「ordp(d) = 1である」と「正則 locally healthyである」以外は [Ogu79, Section 2]

による．locally healthyは [Ogu79]の記述と Vasiu–Zinkの判定法から従う（p = 2

ではこの証明は使えない）．ordp(d) = 1と正則は [MP16, Proposition 5.21]で示さ

れている（p = 2ではこの証明は使えない）．

(X, ξ)がM2d,Fp
の特異点ならばX は superspecialという性質をもつことが従う．

（これは supersingular（後述）よりも特殊な性質である．詳細は省略する．）

定義 2.16（primitive part of H2） H2
ét(Xk,Zl) の中での ⟨ξ⟩ の直交補空間を

PH2
ét((Xk, ξ),Zl)で表し primitive partとよぶ．他のコホモロジーについても同様．

命題 2.17（K3 曲面の PH2） (X, ξ) を C 上の次数 2d の準偏極つき K3 曲面と

すると，H2(X,Z) から LK3 への等長同型であって ξ を e + df に写すものが存在

する．ここで e, f は LK3 の 1 つめの直和成分 U の基底で e2 = f2 = 0, ef = 1

なるものである（ひとつ固定しておく）．とくに，PH2((X, ξ),Z) は格子として
⟨e−df⟩⊕U⊕2⊕E8(−1)⊕2に同型である（U の中で ⟨e+df⟩の直交補空間が ⟨e−df⟩
である）．とくに，符号は (+2,−19)である．

この格子 ⟨e− df⟩ ⊕ U⊕2 ⊕ E8(−1)⊕2 を本稿では L2d と書くことにする．

H2 と同様，PH2((X, ξ),Z)も Hodge構造になる．なお，[MP15]では双線形形式

が本稿の −1倍になっているので注意されたい．

命題 2.18（偏極つき K3曲面の Torelli型定理） (X, ξ), (X ′, ξ′)を C上の偏極つき
K3 曲面とする．H2(X,Z) から H2(X ′,Z) への Hodge 構造としての等長同型で ξ

を ξ′ へ写すものは，同型射 X ′ → X（であって ξ の引き戻しが ξ′ なるもの）から誘

導される．

2.3 有限体上の K3曲面の Tate予想：歴史

本稿で紹介する Madapusi Pera [MP15] の証明はそれ以前の部分的結果を用いな

いので，この節の内容はこの後の節には必要ない．

歴史の説明のために，heightを定義する．正標数の完全体 k 上の K3曲面 X に対

し*6，その形式 Brauer群 B̂r(X)（定義は省略）の 1次元形式群としての heightを

*6 k が完全でないとき何が起きるかはよく知りません．
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X の heightとよび h(X)または hと書く．h(X)は {1, 2, . . . , 10} ∪ {∞}の元であ
る．i = 0, . . . , 10に対して，heightが > iなる準偏極つき K3曲面のモジュライ空間

の次元は 19− iである．
heightはH2

crys(X/W (k))の slopeを用いて特徴づけられる（具体的には，h <∞
ならば slopeは 1− 1/h, 1, 1+ 1/hであり，h =∞ならば slopeはすべて 1である）．

また，h <∞ならば ρ ≤ 22− 2hが成り立つ．

h = ∞な K3曲面を supersingularであるという．なお，塩田の意味の supersin-

gular（幾何的 Picard数が 22）と区別するために h =∞の方は Artin-supersingular

ということもある．直前に述べたことから，塩田-supersingular ならば Artin-

supersingular であり，その逆が（supersingular K3 曲面に対する）Tate 予想に

他ならない．

以下の方法の多くが用いている久賀・佐武構成は，K3曲面にアーベル多様体を対

応させるものであり，4節で詳述する．

• Artin–Swinnerton-Dyer [ASD73, Theorem 5.2]：有限体上の，セクションつ

き楕円 K3曲面の場合（つまり，f : X → P1 と s : P1 → X であって fs = 1

かつ f の一般ファイバーが楕円曲線であるものが存在する場合）に証明．標数

は任意．

方針：反例となる H2
ét(X,Zl(1)) の元が存在したとすると，そこから

H2(P1, A[ln])の元が作れて（Aは f が定める P1 上の「楕円曲線」），そこか

ら A の等質空間 Xn であって次数が相異なるものが作れるが，一方でそのよ

うな等質空間が有限個しかないことが示せて矛盾する．

• Artin [Art74, Theorem 1.7]：supersingularな楕円 K3曲面（前項と違い，セ

クションの存在を仮定しない）*7の場合に証明．方針：対応するセクションつ

き楕円曲面（これも K3曲面になる）を考え，これも supersingularになるこ

とおよび Picard数が一致することを示し，あとは前項と同様．

• Rudakov–Zink–Shafarevich [RZS82, Theorem 4]：標数 ≥ 5で，次数 2の準

偏極をもつ supersingularな K3曲面の場合に証明．

方針：次数 2の準偏極は，genericに 2 : 1な射 X → P2 または楕円曲面構造

X → P1 を与える．後者の場合は既に前項で示されている．前者のうち例外

*7 ちなみに，ρ ≥ 5 なる K3 曲面は楕円曲面構造をもつ．というのは，階数 5 以上の不定値格子は 0

を表現し，K3曲面上の自己交点数 0の因子は楕円曲面構造を誘導するからである．
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曲線をもつ場合も楕円曲面構造が入るのでよい．例外曲線をもたない場合，つ

まり X が P2 の滑らかな二重被覆な場合を考える．この X を含む次数 2 の

supersingular K3 曲面の一次元族を考えると，滑らかな二重被覆のモジュラ

イはアフィンなので，そのモジュライの外へ退化するが，退化先も滑らかな

supersingular K3曲面であることを示す（すると，前述の議論より退化先では

予想が成り立つ）．supersingularな K3曲面の族において（幾何的）Picard数

が局所定数であること（Artin [Art74, Theorem 1.1]）*8から従う．

• Nygaard [Nyg83]：有限体上で h = 1（このことを ordinaryともいう）の場合

に証明．標数は任意．標数 0への canonical lifting（これは h = 1のときにの

み存在する）を用いる．これの説明は省略するが，ポイントは，X の canonical

lifting XCの久賀・佐武アーベル多様体ACはその還元 A0の canonical lifting

になっていて，とくに End0(AC)
∼→ End0(A0) が同型になっていることで

ある（End0(A) は End(A) ⊗Z Q を表す）．A0 のフロベニウスに対応する

AC の自己同型を σA と書き，「σA による共役」という自己同型が埋め込み

PH2(XC)(1) ∼=
∧20 PH2(XC)(1) ↪→ C+(PH2(XC)(1)) ∼= End0C+ H1(AC)

を介して PH2(XC)(1) に定める自己同型を σXC と書くと，これは X のフロ

ベニウスが PH2(X)(1)に定める自己同型に対応する（以下エタールコホモロ

ジーの係数 Ql は省略し，End0(A)などへの ⊗Ql も省略する）．なお Clifford

代数 C+(. . . )については 4.1節を参照せよ．

さて，NS(X) → PH2(X)σ が全射であることを示したい．NS(XC) →
PH2(XC)

σXC が全射であることを示せばよい．Lefschetz (1,1) 定理がある

ので，終域の元が Hodgeであることを示せばよい．(End0C+ H1(AC))
σA がそ

うであることを示せばよい．(End0H1(AC))
σA がそうであることを示せばよ

い．アーベル多様体に対する Tate 予想から，End0(A0) → (End0H1(A0))
σ

は全射であり，これと End0(AC)
∼→ End0(A0) の全射性（canonical lift-

ing）と (End0H1(AC))
σA → (End0H1(A0))

σ の単射性より End0(AC) →
(End0H1(AC))

σA も全射であり，とくに (End0H1(AC))
σA の元は Hodgeで

ある．

• Nygaard–Ogus [NO85]：有限体上で p ≥ 5で h <∞の場合に証明．前項で用

*8 Picard 数が jump しないというのは一見奇妙だが，Tate 予想を仮定すれば，supersingular なら
ば Picard 数は必ず 22（最大値）なのであまり不思議はない．なお Picard 群自体は大きくなるこ
とがあり，この大きさで supersingular K3曲面を分類できる（Artin不変量 ∈ {1, . . . , 10}）．
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いた canonical lifting を弱めた概念である quasi-canonical lifting を用いる．

前項と同様に，PH2(XC)(1)の適切な部分空間に NS(XC)が全射することに

帰着させる．

（supersingular の場合は，（Tate 予想を仮定すれば，Picard 数の関係で）

NS(XC)→ NS(X)が同型（全射）になりえないので，この方針ではうまくい

かなそうである．4節の最後の記述も参照せよ．）

かくして，p ≥ 5では，supersingular（で楕円でもなく次数 2でもないもの）の場

合を除いては 1980年代に既に解決されていた．なお前述のように supersingularな

K3曲面のモジュライ空間は 9次元であり，一方代数的 K3曲面は 19次元あるので，

ほとんどの K3曲面に対して解決されていたともいえる．

残った supersingular の場合は最近になって数人により独立に異なる方法で解決

された．Benoist のサーベイ [Ben15] も参照せよ（ただし，[Cha13] の Erratum，

[Cha16]，[KMP16]が出る前に書かれたものである）．

• Maulik [Mau14]（arXiv 2012年 3月）：p > 2d+4を満たす次数 2dの偏極が

存在するという仮定の下で，supersingularな場合に証明．

方針を述べる．前述のように supersingularな K3曲面のモジュライ空間上で

（幾何的）Picard数が局所定数であり（Artin [Art74, Theorem 1.1]），楕円K3

曲面については Tate予想が成り立つ（Artin–Swinnerton-Dyer：上記）こと

から，supersingular な K3 曲面のモジュライ空間の各連結成分に楕円 K3 曲

面が存在することをいえばよい．

このために，Hodge束（の正整数倍）に線形同値で，楕円 K3曲面に対応する

部分空間*9上に台をもつ因子をモジュライ空間上に構成し（これには保型形式

に関する Borcherds の結果を用いる），また Hodge 束が正標数側でも ample

になることを証明する（このために久賀・佐武写像が quasi-finiteになること

を示す）．一方で supersingularな（準偏極つき）K3曲面のモジュライ空間の

各連結成分が完備曲線を含むことを示すのだが，このために半安定還元を証明

する必要があり，ここで p > 2d + 4という仮定を用いる．ここ以外では pは

2dを割らないという仮定で十分である．

• Charles [Cha13]（arXiv 2012 年 6 月）：p ≥ 5 で supersingular な場合に証

*9 余次元 1の閉部分空間可算無限個の合併になる．
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明．手法は前項のMaulikのものに近い．

複素 K3曲面のある種の一般化である irreducible holomorphic symplectic多

様体（以下 IHS とよぶ）というものがある．例として K3 曲面 X の n 点の

HilbertスキームX [n] がある*10．まず IHSの正標数還元（これも以下 IHSと

よぶ）であって，次元が pより小さく，pと素な次数の偏極をもつものに対し

て，（因子に対する）Tate予想を証明する．その上で，K3曲面 X の Tate予

想を X [2] に関するそれに帰着するのだが，このときに X [2] の偏極で次数が

p と素なものを構成できるので，X の偏極の次数に関する仮定を回避できる

（p ≥ 5で十分になる）．

(X,L) を次数が p と素な偏極つき IHS とする．height 有限のときは [NO85]

と全く同様にできるので，以下 supersingularと仮定する．(X,L)の普遍変形

の代数化 X → T をとる．T 上の久賀・佐武写像 κ : T → Ag,d′,n（Maulikが

示したように quasi-finiteである，ここで偏極の次数が pと素であることを用

いる）の像の閉包の正規化として部分コンパクト化 T ⊂ T を定める．（この T

が [Mau14]におけるモジュライ空間内の完備曲線の役割を果たす．）したがっ

て久賀・佐武写像は T 上の有限射 κに延長される．T 上には IHSの族は（お

そらく）伸びないが，Tk 上の IHSの H2
crys の定める K3クリスタルは T k 上

に伸びるというのがポイントである（Kisin [Kis10]の結果，ここでも偏極の次

数が pと素であるという仮定を用いる，なお K3クリスタルの定義は [Ogu79]

を参照）．

アーベル多様体のモジュライの中で supersingular部分が射影的であることか

ら，その逆像も射影的である．これを T の “supersingular 部分” とよぶこと

にする．（これは T 上では IHS が通常の意味で supersingular である部分と

一致する．）Maulik でも用いられた Borcherds の結果を何度も用いて，T の

supersingular部分の各連結成分に Picard数（正確には，K3クリスタルの代

数的部分の次元）が高い点が存在することを示し，また Picard数が局所定数

であることを示すことで，Tate予想が従う．

（Benoist のサーベイ [Ben15] での説明は証明の終盤の方針が異なっている．

*10 K3 曲面 X 上の固定された不変量をもつ連接層のモジュライ空間も（ある条件下で）IHS になり，
これは X[n] と変形同値である．これと，アーベル曲面 Aの n+ 1点の Hilbertスキーム A[n+1]

の「和が 0」なる部分空間（n = 1のときこれは Kummer曲面である）とが IHSの典型的な例で，
これらと変形同値でない例は少ししか知られていない（O’Gradyの 6次元と 10次元の例のみ？）．
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論文著者とサーベイ著者の議論を経てサーベイが書かれてから，Erratum が

出るまでの間に改良が行われたということだろうか．）

• Madapusi Pera [MP15]（arXiv 2013年 1月）：p ≥ 3の場合に，heightによ

らない証明．標数正の有限生成体の場合もカバーする．直交群の志村多様体の

整正準モデル（Kisin [Kis10]の結果の一般化）を介して，久賀・佐武アーベル

多様体の special endomorphismに関する Tate予想に帰着する．本稿で詳細

を述べる．

Kim–Madapusi Pera [KMP16]（arXiv 2015 年 12 月）により p = 2 の場合

にも整正準モデルが構成され，ここから Tate 予想の p = 2 の場合も従った．

（Tate予想を示す部分は，整正準モデルの特徴づけがやや異なるための調整を

除いては p ≥ 3とほぼ同様）．

• Charles [Cha16]（arXiv 2014 年 7 月）：有限体上で，(1) p ≥ 5，または (2)

Picard数が 2以上，の場合に証明（後者は p = 2でもよい！）．heightには依

存しない．

[Tat66]や [ASD73]と似た方針である（作るものは異なるが）．すなわち，X

に対する Tate予想の反例となる元があると仮定し，そこからある性質を満た

す可算無限個の k 上の K3 曲面 Xn を作り，一方でその性質を満たす k 上の

K3曲面が有限個しか存在しないことを示す．性質はややこしいのでここでは

述べない．Xn は X 上の（固定された不変量をもつ，安定な，twistedな）連

接層のモジュライ空間として構成される．有限性は，そのようなK3曲面 Y の

（今度は twisted でない）連接層のモジュライ空間として 4 次元 IHS を作り，

IHS（の双有理同値類）に関する有限性を用いて NS(Yk)の有限性を示し，す

ると Y は固定された次元の射影空間に固定された値以下の次数で埋め込める

ことが分かり従う．IHSの有限性には久賀・佐武写像（の準有限性）を用いる．

なお Picard数が 2以上の場合の証明は（IHSを経由せずに有限性を示すこと

ができるため）K3曲面のモジュライ空間や久賀・佐武を必要としないという

のが特徴である．ところで，Tate予想が正しければ，（幾何的）Picard数が偶

数（とくに 2以上）になることが直ちに従うが，Tate予想を用いずにこれを

示す方法はおそらく知られていない．

ちなみにK3曲面の有限性と Tate予想との関連については，p ≥ 5のとき，Fp

上の任意のK3曲面に対する Tate予想が成り立つことと，各 Fpr 上でK3曲面

の同型類が有限個しかないことが同値であることが知られていた（[LMS14]）．
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supersingularな場合が最近解決されたことの背景には，（標数 0と限らない）K3

曲面の久賀・佐武写像に対する理解が進んだこと（Rizov [Riz10]など）があるのか

もしれない．

なお正標数から離れるが，代数体上の K3 曲面の Tate 予想については André

[And96, Theorem 1.6.1] により解決されている．久賀・佐武アーベル多様体 A に

対する Tate 予想を適用すると End(A) の元の線形結合で書けて，Betti で見ると

End(A)の元は Hodge類なので，Lefschetz (1,1)を適用すればよい．

3 直交群 SO(2, n)の志村多様体と K3曲面の周期写像

3.1 SO(2, n)の志村多様体

L を符号 (+2,−n)，n ≥ 1，なる非退化な格子とし，SO(LQ) および GSpin(LQ)

の志村多様体を考える（GSpinの定義は 4節参照）．

その前にいくつか概念を導入しておく．格子 Lに対し，その Z加群としての双対
Hom(L,Z) を Ľ と書く．加群の射 L → Ľ が双線形形式から定まる．L が非退化で

あることとこの射が単射であることが同値である．そのとき Ľ/L は有限群であり，

これを disc(L)と書く．Lへの群作用は disc(L)への作用を誘導する．

GL = SO(LQ)とし，

XL = {有向正定値 2次元部分空間 ⊂ LR}

とおく．この XL は集合

{ω ∈ P(LC) | ω · ω = 0, ω · ω̄ > 0}

と自然に同一視できる（W ⊂ LR に対し，W の正規直交基底 e1, e2 を向きに合うよ

うにより，⟨e1 + ie2⟩を対応させる）．2つめの表示からも分かるように，XL に複素

構造が入る．また XL は SO(2, n)/(SO(2)× SO(n))とも書ける．XL は 2つの連結

成分からなる．(GL, XL)は志村データになる．Sh(L) = Sh(GL, XL)とおく．

レベルとして，GL(Af )のコンパクト部分群

KL = {g ∈ SO(L)(Ẑ) | g は disc(L)に自明に作用する }

をとる．これを discriminant kernel とよぶ．L が双曲平面 U を含むならば

ShKL
(C) = GL(Q)\(XL × GL(Af )/KL) は strong approximation により ΓL\XL
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に同型になり，連結である．ここで

ΓL = {g ∈ SO(L)(Z) | g は disc(L)に自明に作用する }

でありこれも discriminant kernelとよぶ．

本稿では主に Lが後述の L2d の場合を扱うことになる．このとき Lは U を含み，

また disc(L)は Z/2dZに同型である．
KL の十分小さいコンパクト開部分群 K に対し，ShK(L) は滑らか準射影的なス

キームになり，また Q上の正準モデル ShK(L)Q をもつ．

また，直交群 SO(LQ)の代わりに GSpin(LQ)についても同様の構成ができる．こ

れを S̃h(L) = Sh(GSpin(LQ), XL)と書く．

3.2 偏極つき K3曲面の周期写像

もともとは，複素多様体（例えば曲線やアーベル多様体や K3曲面）に対し，その

Hodge構造のことを周期とよび*11，これにより定まる多様体のモジュライ空間から

周期領域への写像のことを周期写像とよぶのだった．K3曲面の場合には，周期領域

を志村多様体の C値点の集合とみなすことができ，この解釈を用いて周期写像を C
上から Q上に降下させ，さらに Z上に伸ばすことができる．
本小節では周期写像 ιQ : M̃2d,Q → ShKL2d

(L2d)Q を構成する（M̃2d はM2d のある

2重被覆）．次小節でこの射を Z上に延長する．
まず C値点の場合をみる．
(X, ξ) ∈ M2d(C) が与えられたとし，これに対し ShKL2d

(L2d)(C) = ΓL2d
\XL2d

の点を対応させることを考える．等長同型 ϕ : H2(X,Z) ∼→ LK3 であって ξ を

e + df に写すものをとる．ϕは等長同型 ϕ : PH2((X, ξ),Z) ∼→ L2d を誘導する．左

辺 ⊗ZRの部分空間W = (H2,0 ⊕H0,2) ∩ PH2((X, ξ),R)の像 ϕR(W )は L2d ⊗ R
の有向正定値 2 次元部分空間なので（向きは W の Hodge 構造から誘導される），

ϕR(W ) は XL2d
の点を定める．（P((L2d)C) の部分空間としての XL2d

の表示では，

ϕC(H
2,0) を対応させる．）ϕ のとり方の自由度は，e + df を固定する元からなる

O(LK3) の部分群の分だけある．ここで O ではなく SO だったならばこの部分群は

*11 ちなみになぜ「周期（period）」という名前かというと，古典的である楕円曲線の場合に，H1(X,Ω1)

の基底 ω と H1(X,Z)の基底 γ1, γ2 をとると Hodge構造は (
∫
γi

ω)（の同値類）で定まるが，こ

の 2数は対応する二重周期関数（楕円関数）の周期の基底に他ならない．ということだと思います．
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ΓL2d
に一致することに注意する．そこで 2 重被覆 M̃2d,C → M2d,C を，等長同型

β : detPH2((X, ξ),Z)→ detL2d をパラメトライズするものとしてとる*12．そして

ϕを det(ϕ|PH2)が β に一致するようにとることにすると，ϕの自由度は e+ df を固

定する元からなる SO(LK3) の部分群，すなわち ΓL2d
の分だけあることになり，め

でたく ΓL2d
\XL2d

の点が定まった．

この構成は C 値点しか見ていないが，適切に書き直すことで，C 上の周期写像
ιC : M̃2d,C → ShKL2d

(L2d)C が得られる．

（終域の定義で SOではなく Oの方を用いて，M2d,C 上で周期写像を定義する方法

もまた一般的である．）

ιC の M̃◦
2d,C への制限は開埋め込みでありとくに単射であるが全射ではない．開埋

め込みなのは偏極つき Torelli型定理（命題 2.18）ほぼそのままである．一方，ιC 自

身は単射ではないがエタールであり全射である．

次にこれを Q 上の射 ιQ : M̃2d,Q → ShKL2d
(L2d)Q に降下させたいわけだが，

[MP15, Corollary 5.4]にあるように，ιC が任意の σ ∈ Aut(C/Q)と交換することを

各点での Hodge 構造で確かめればよい．あるいは，Rizov [Riz10, Theorem 3.9.1]

のように CM点を用いて確かめる方法がある．

ただし M̃2d,Q → M2d,Q の定義においては Betti実現は使えないので，代わりに l

進実現を用いる：l が可逆な各点 (X, ξ)に PH2
ét((Xk, ξ),Zl)を対応させる l 進層を

P2
l と書くことにして，detP2

l から定数層 detL2d ⊗ Zl への等長同型をパラメトライ

ズする 2重被覆として定義する（どの lでも同じになること，また C上では Bettiで

やるのと同じになることが確かめられる）．M̃2d →M2d も同様に定義する．

さて Q上で周期写像ができたわけだが，これを Z上まで延長したい．そのために
は，（モジュライの方はもともと Z上定義されているが）志村多様体の方の整モデル
を構成する必要がある．

3.3 SO(2, n)の志村多様体の整正準モデル

とりあえず p > 2とする（p = 2の場合は後述する）．

[MP16]では L2d に限らず，符号 (+2,−n)をもつもう少し一般の格子に対する志
村多様体の整正準モデルを扱っている（しかもそれが K3曲面の Tate予想の証明の

*12 正確に書くと，M2d,C の各点で PH2((X, ξ),Z) を与える局所系を P2
B とおき，detP2

B から定数
局所系 detL2d への等長同型をパラメトライズする 2重被覆を考える．
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ために必要である）が，簡単のため L = L2d について記述する．以下正準モデルの

記号から Qを省略する．
discriminant kernel KL の p部分をKL,p と書く．pの外のレベルについて極限を

とった ShKL,p
= lim←−Kp

ShKL,pKp(L)の整正準モデルを考える．ここで整正準モデル

とは，GL(Ap
f )作用つきの良い Z(p)スキーム Sで，生成ファイバー S⊗Qは ShKL,p

と

作用込みで同型になり，さらに extension propertyを満たすものである．extension

propertyとは，良い Z(p) スキーム T に対して Hom(T,S)→ Hom(T ⊗Q,ShKL,p
)

が全単射になるという性質である．ここで “良い” スキームとして何を採用するかが

場合により異なる．

pが 2dを割らない場合（一般に Lが pで自己双対，つまり L⊗Z/pZが非退化な場
合）は，GSpin(L)(Af )が hyperspecialな極大コンパクト部分群をもつので，Kisin

の結果（[Kis10, Theorem 2.3.8]，[清水]参照）から，GSpin(LQ)の志村多様体 S̃h(L)

の整正準モデル S̃p(L)の存在が従う（ここでは “良い”スキームとして正則かつ Z(p)

上 formally smoothなものを採用している）．その有限エタール商として SO(LQ)の

志村多様体 Sh(L)の整正準モデル Sp(L)を構成できる．
pが 2dを割る場合にはこれをそのまま適用することができないので，次のMada-

pusi Pera [MP16] の方法を用いる：L を符号 (+2,−n′) かつ p で自己双対な格子

L′ に埋め込んで，Kisin の方法で得られる GSpin(L′
Q) (resp. SO(L′

Q)) の整正準

モデルの適切な部分スキームの中で S̃h(L) (resp. Sh(L)) の Zariski 閉包をとって

GSpin(LQ) (resp. SO(LQ)) の志村多様体の整正準モデル S̃p(L) (resp. Sp(L)) を
得る．すると有限エタール射 S̃p(L) → Sp(L) を得る．これらは L′ のとり方によら

ない．

ただし ordp(d) = 1 のときには extension property の定義が Kisin の場合と異な

り，“良い”スキームとして正則 locally healthyスキームを採用する*13．なぜこのよ

うにするかというと，M2d 上に周期写像を与えたいのだが，T に formally smooth

を要請したのではM sm
2d までしか伸びない（ordp(d) = 1のときM2d \M sm

2d が空でな

いかもしれない）からである．

p の外でのレベル Kp に対し SK(L)(p) := Sp(L)/Kp としこれを ShK(L) の整正

*13 Y が locally healthyとは，余次元 ≥ 2の任意の点 y での完備局所環 ÔY,y が quasi-healthyで
あること．局所環 (R,m) が quasi-healthy とは，正則で Z(p) 上忠実平坦であり，SpecR \ {m}
上の任意のアーベルスキームが SpecR 上に延長できること．formally smooth ならば locally
healthyである．（[MP16, Definition 2.12, Remark 2.13]）
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準モデル*14とよぶ（K = KL,pK
p）．商はスタックとしてとる．

各 p ̸= 2に対する SKL
(L)(p) を貼り合わせて得られる Z[1/2]上のモデルを S(L)

とおく．

M2d,Z(p)
が locally healthy（ordp(d) = 1のとき），smooth（それ以外のとき）な

ので，extension propertyから，ιQ : M̃2d,Q → Sh(L)が ι : M̃2d,Z[1/2] → S(L)に延
長される．

定理 3.1（[MP15, Theorem 5.8]） この ι : M̃2d,Z[1/2] → S(L)はエタールである．

もちろん標数 0では既知なので，正標数の側が問題である．これの証明の肝となる

のは久賀・佐武構成のクリスタリン実現との（整係数での！）整合性を主張する次の

命題である．これは ⊗Q したクリスタリン実現についての結果 [Ogu84, Section 7]

を改良するものである．

命題 3.2（[MP15, Proposition 5.11]） M2d,Q 上の可積分接続付きベクトル束

の等長同型 αdR,Q : ι
∗LdR,Q(−1)

∼→ P2
dR|M2d,Q が，M̃2d 上のそれの等長同型

αdR : ι∗LdR(−1)
∼→ P2

dR に延長され，ι
∗F 1LdR(−1)を F 2P2

dR に写す．

ここで P2
dR は M2d 上の普遍対象の相対ドラームコホモロジーであり，LdR は

LdR,Q の標準的な延長であり（構成は [MP16, Sections 4,7]），LdR,Q は LB から定

まる解析的ベクトル束の標準的な代数化 LdR,C の Q への標準的な降下であり，LB

は ShKL
(L)(C) = ΓL\XL 上で ΓL ↷ L の定める局所系である．F 2P2

dR と F 1LdR

は（C 上では）それぞれ H2,0 ⊂ PH2((X, ξ),C) と ω ∈ P(LC) に対応する 1 次元

isotropic部分空間である．

これを用いて点 s ∈ M̃2d(Fp)上で ιが誘導する接空間の射を記述すると，

{P2
dR,s ⊗ Fp[ε]の 1次元 isotropic部分空間で F 2P2

dR,s を持ち上げるもの }

上の恒等写像になることが分かり，定理 3.1が従う．

p = 2の場合については，[KMP16, Section 4]で，正則 formally smoothスキー

ムに対する extension property を課した整正準モデルが構成された．したがって周

期写像 ιQ : M̃2d,Q → Sh(L) が ι : M̃ sm
2d,Z(2)

→ SKL
(L)(2) に延長される．（p > 2 で

は，特異点がある（かもしれない）ordp(d) = 1の場合に正則 locally healthyスキー

*14 こちらのモデルが extension propertyを満たすのかはよく知らない．
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ムに対する extension property を課した整正準モデルを用いることで周期写像を

M2d,Z(p)
全体に伸ばしたが，ここではそうしていないことに注意する．）Tate予想の

証明でこの穴をどう回避するかは後述する．

なお伊藤–伊藤–越川 [IIK18, Remarks 6.9, 6.10]によると，[KMP16, Proposition

A.12] による定理 3.1 および命題 3.2 の対応物の証明にはギャップがあり，Scholze

[Sch13]と Bhatt–Morrow–Scholze [BMS18] の比較同型を用いてギャップを修正で

きる．

4 久賀・佐武構成

K3曲面に対し，それと密接に関係するアーベル多様体を与えるのが久賀・佐武構

成である．

4.1 Clifford代数と Clifford群

準備として，格子 V に対する Clifford代数 C(V )および Clifford群 GSpin(V )を

定義する．

R を可換環とし*15，V = (V, q)を R 上の格子とする（すなわち，v2 ∈ R のこと
を q(v)と書く）．V に対する Clifford代数 C(V )を，テンソル代数

⊕
m≥0 V

⊗m の

イデアル ⟨v ⊗ v − q(v) | v ∈ V ⟩による商として定義する．定義から容易に分かるよ
うに，v, w ∈ V に対し v⊗w+w⊗ v = q(v+w)− q(v)− q(w)が成り立つ．このこ
とから，v1, . . . , vn が V の基底であるとき vi1 ⊗ · · · ⊗ vim（m ≥ 0，i1 < · · · < im）

が R加群 C(V )の基底をなすことが分かる．とくに，V が階数 nの自由加群ならば

C(V )は階数 2n の自由加群になる．以下では C(V )の元の演算において ⊗を省略す
る．なお，q = 0のとき C(V )は外積代数に他ならない．

テンソル代数の Z≥0 次数構造（V の元を次数 1とみる）は C(V )に Z/2Z次数構
造を誘導する．C(V )の 0次（偶数次）部分を C+(V )と書く．

群 GSpin(V ) := {g ∈ C+(V )∗ | gV g−1 = V } を Clifford 群とよぶ．共役作用が

射 GSpin(V ) → SO(V ) を定める*16．R が標数 ̸= 2 の体で q が非退化のときは，

*15 どこかで 2が 0や 0因子でないことを仮定しないといけないかもしれない．
*16 GSpinを C+(V )∗ でなく C(V )∗ の方で定義する流儀もあるようだが，本稿では C+(V )∗ の方に
しておく．C(V )∗ の方で定義する場合は共役作用の射の終域は SO(V )ではなく O(V )になる．
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1 → Gm → GSpin(V ) → SO(V ) → 1が完全となる（q が非退化より O(V )は鏡映

で生成されること（Cartan–Dieudonné の定理），v ∈ V（q(v) ̸= 0）による鏡映の

−1倍が v ∈ C(V )∗ による共役で与えられることなどから従う）．

C(V )の反対合 ∗を，vi ∈ V に対し (v1 · · · vn)∗ = vn · · · v1 とすることで定める．
すると g ∈ GSpin(V )に対しては N(g) = gg∗ はスカラーになる（Spinノルム）．

4.2 久賀・佐武構成（C値点で）

まず 1つの Hodge構造に対する久賀・佐武構成を見る．

復習として，階数有限の自由 Z加群 V の重さ nの Hodge構造とは，Deligneトー

ラス S = ResC/R Gm の VR への作用で Gm,R → S : r 7→ r−1 との合成が n乗になる

もののことであった．

V を，重さ 0の Hodge構造で，h1,−1, h0,0, h−1,1 以外が 0で，h1,−1 = h−1,1 = 1

なるものとする．典型例として K3 曲面やアーベル曲面に対する H2(X,Z)(1) や
PH2((X, ξ),Z)(1)などがある．
V 上の対称双線形形式 −q が V の偏極であるとする．つまり，q : V × V → Zは

Hodge構造の射*17で，V 0,0 ∩ VR 上負定値で (V 1,−1 ⊕ V −1,1) ∩ VR 上正定値である
とする．Hodge構造の射ということは，S → GL(VR)の像は SO(VR)に入る．典型

例として，上記の PH2((X, ξ),Z)(1)に対しカップ積の定めるペアリング q がある．

命題 4.1 (1) S→ SO(VR)が ρ : S→ GSpin(VR)にリフトする．

(2)左乗算（共役ではなく！）の定める射 GSpin(VR)→ GL(C(VR))と ρを合成し

て得られる射 S → GL(C(VR))は，C(V )に偏極可能な Hodge構造を定める．この

Hodge構造が重さ 1になるようなリフトが一意に存在する．

証明 リフトの構成と偏極の構成だけ述べる．(V 1,−1 ⊕ V −1,1) ∩ VR の正規直交基
底 e1, e2 を e1 + ie2 ∈ V 1,−1 となるようにとると J = e1e2 は J2 = −1 を満たす．
x+ yi ∈ C∗ = S(R)を x− yJ ∈ GSpin(VR)(R)に写す*18．

偏極を定める．q(fi, fi) > 0，q(f1, f2) = 0 なる f1, f2 ∈ V をとり，δ = f1f2 ∈
C(V )∗とする．（すると δ∗ = −δとなる．）ψ = ψδ : C(V )×C(V )→ Rを ψ(x, y) =

*17 正確に言うと，q の誘導する射 V ⊗ V → Zが Hodge構造の射．
*18 符号が間違っていたらすみません．V p,q に zが z−pz̄−q で作用するという [Mil05]の convention
を使っています．
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tr(xδy∗) により定める．必要なら符号を変えることで ψ(x, ρ(i)ȳ) が正定値になる．

g ∈ GSpin(V )に対し ψ(gx, gy) = N(g)ψ(x, y)が分かる．

定義 4.2 重さ 1の Hodge構造 C(V )に対応するアーベル多様体を，V に対する久

賀・佐武アーベル多様体とよぶ．V が K3曲面 X から定まっている場合は，X の久

賀・佐武アーベル多様体ともいう．

C(V )は右乗算により Hodge 構造 C(V )に作用するので，久賀・佐武アーベル多

様体に対しては左から作用する．

注意 4.3 加群として V ⊂ C(V )だが，部分 Hodge構造ではない．

注意 4.4 実は C(V )ではなくその偶数次部分 C+(V )を用いて定義する方が主流だ

が，ここでは [Cha13]や [MP15]の流儀に従った（[MP15]がこちらを採用している

のは定理 4.5(2) を自然に見せるためで，[Cha13] も同様）．Q-Hodge 構造としては

C(V ) = C+(V )⊕2 であり，つまりアーベル多様体の方でいうと前者は後者 2つの直

積に同種なので，大差はない（応用上，久賀・佐武アーベル多様体は up to 同種で

分かれば十分なことが多い）．なお容易に計算できるように，V に対する久賀・佐武

アーベル多様体の次元は 2rankV−1 であり，C+ を用いる場合はこの半分である．

4.3 久賀・佐武構成（族で）

元来の（[KS67]の）久賀・佐武構成はこのように超越的な（代数的には見えない）

ものであり，代数体や正標数の体へそのまま適用することはできず，また単一の K3

曲面にのみ適用されるものであった．しかし既に [Del72]では C上の族に対する構成
が扱われており，また有限体上の K3曲面に対しては，標数 0の K3曲面に持ち上げ

て標数 0のアーベル多様体を作り，それを正標数に還元することで有限体上のアーベ

ル多様体を得るという手法が用いられている（これを用いて K3 曲面に対するWeil

予想がアーベル多様体の場合に帰着されて示された）．

ここでは久賀・佐武構成を志村多様体の言葉で記述する．これにより混標数の K3

曲面の族に対しても久賀・佐武構成が適用できるようになる．

Lを 3.1節の格子とし，V = LQ とおく．

GSpin(V ) の表現 C(V ) を H と書く．HC の Lagrangian 部分空間（つまり，次
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元が (1/2) dimH なる isotropic 部分空間）であって iψ(x, ȳ) の制限が定値になる

ものの集合を X(ψ)とおく（ψ は命題 4.1で定義したもの）．(GSp(H,ψ), X(ψ))は

Siegel型志村データであり，自然な射 GSpin(V )→ GSp(H,ψ)が志村多様体の射を

誘導する．

レベル ‹K ⊂ GSpin(L)(Ẑ) と K ⊂ SO(L)(Ẑ) を，‹Kp が十分小かつ ‹K の像が K

となるようとると，S̃h
K̃
(L) → ShK(L)は有限エタール Galois被覆になる．Galois

群を ‹K を用いて具体的に書けるが省略する．
GSp(H,ψ)の志村多様体上の普遍アーベルスキームを S̃hに引き戻すと，ShK(L)

の点に対する久賀・佐武アーベル多様体は，その点の S̃h
K̃
(L)での逆像に乗っている

アーベル多様体に他ならない．

このように言い直した上で整モデル上に延長し，周期写像と合成することにより，

Z上の任意のスキーム上の K3曲面（ただし p = 2上ではM sm に入っているものと

する）に対し久賀・佐武構成が定義できるようになった．これをとくに正標数の体上

の K3曲面に対して適用すると次を得る．(3)が Tate予想のためのキーとなる．

定理 4.5（[MP15, Theorem 5.17]） k を標数 p > 0の体とし，(X, ξ)を k 上の偏極

つき K3曲面とする．p = 2のときは，(X, ξ) ∈ M sm
2d と仮定する．このとき有限次

体拡大 k′/k が存在し，C(L2d)作用をもつ k′ 上のアーベル多様体 Aで次を満たすも

のが存在する．

(1) Zl 加群として，

H1
ét(Ak,Zl)

∼→ C(PH2
ét((Xk, ξ),Zl(1)))

である．これはガロア表現としての同型ではない（注 4.3と同様）．

(2) C(PH2
ét((Xk, ξ),Zl(1)))の (1)の右辺への左乗算作用を通じて，

PH2
ét((Xk, ξ),Zl(1)) ⊂ EndC(L2d)(H

1
ét(Ak,Zl))

はガロア表現としての埋め込みである．

また，ここまでの主張が Hcrys についても同様に成立する．例えば，(2)の埋

め込みに対応するのは，F 同変な埋め込み

PH2
crys(Xkp/W (kp))(1) ⊂ EndC(L2d)(H

1
crys(Akp/W (kp)))

である（kp は k の完全閉包）．
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(3) Pic(Xk′)の部分群 ⟨ξ⟩⊥と L(A)の間に，各実現と整合的な同型射が存在する．

ここで L(A)とは久賀・佐武アーベル多様体 Aの special endomorphismのな

す空間であり，f ∈ End(A)が specialとは，（正標数のとき，）そのクリスタリン実

現が PH2
crys に入ることをいう（このとき任意の l ̸= pに対し l 進実現も PH2

ét に入

ることが従う）．

証明 (1)–(2)は構成から従う．(3)のみが非自明である．

右辺の元 f をとる．3つ組 (X, ξ, f)の変形空間は Z(p) 上平坦な成分をもつ（定理

3.1を用いて，S(L2d)の方での平坦性に帰着する）．言い換えると，(X, ξ, f)の標数

0の体 F への持ち上げ (‹X, ξ̃, f̃)が存在する．対応する点を s̃ ∈ M̃2d(F )とおく．‹X
の久賀・佐武アーベル多様体 A

s̃
のmod p還元は Aになる．同型

⟨ξ̃⟩⊥ ∼→ AH(P2

s̃
) = AH(L

s̃
)

∼← L(A
s̃
)

がある*19．ここで AH は absolute Hodge サイクルを意味し（つまり，AH(?) =

?B ∩ F 0?dR），また最右辺は special endomorphismの空間を表す．ここで標数 0の

久賀・佐武アーベル多様体の special endomorphismの定義は，一つのまたはすべて

の l に対する l 進実現または Betti 実現に関する同様の条件（どれでも同値である）

で定める．最初の同型は Lefschetz (1,1)であり，最後の同型は C上のアーベル多様
体の準同型が Hodge構造の射と対応するから従う．この同型で f̃ ∈ L(A

s̃
)に対応す

る元 η̃ ∈ ⟨ξ̃⟩⊥ の mod p還元を η ∈ ⟨ξ⟩⊥ とおくと，η と f の l 進およびクリスタリ

ンの類が (2)の射で対応することが，標数 0側で対応することから従う．

逆に左辺の元 η をとる．3 つ組 (X, ξ, η) の変形空間は Z(p) 上平坦な成分をもつ

（[LO15, Proposition A.1]）．以下同様．

(3) の証明の一つのポイントは，Nygaard（と Nygaard–Ogus）のやり方とは異

なり，すべての因子を同時に標数 0 へ持ち上げようとはしないことである（実際，

supersingularの場合 Picard数は 22になるはずなので，標数 0に同時に持ち上げる

ことは不可能である）．

*19 [MP15]ではこの式中に「∩End(A
s̃
)」があるが，何かの間違いだと思う．
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5 special endomorphismの Tate予想

s ∈ S̃(L)(Fp)を任意にとる．sは Fpr 値点とする．以下mは rの正の倍数を走る．

l が p と異なる素数のとき rl = dimQl
lim−→m

VFrobm=1
l,s とし，l = p のとき rp =

dimQp lim−→m
(Vcrys,s ⊗ Qpm)Frobm=1 とする．ここで V? = L? ⊗Z Qであり，Ll およ

び Lcrys は 3.3節で導入した LB や LdR と整合するように定義されている（いずれも

S̃hの普遍アーベルスキームの EndH1 の subである）（[MP16, Sections 3,4,7]）．

l = pの場合を含めて，rl は l によらない（Kisin [Kis17, Corollary 2.3.2]から従

うが，考えたい場合については K3 曲面の H2 から来ていることからも従うはず）．

この値を r とおく．

定理 5.1（[MP15, Theorem 6.4]） 自然な射 L(As)⊗Ql → lim−→m
VFrobm=1

l,s （l ̸= p）

および L(As) ⊗ Qp → lim−→m
(Vcrys,s ⊗ Qpm)Frobm=1 は同型である．言い換えると，

rankL(As) = r である．

定理 4.5と定理 5.1から，有限体上の K3曲面の Tate予想がほとんど従う．残っ

たのは標数 2 で (X, ξ) がM sm に入らない場合であり，この場合は次のようにして

示せる．（p ≥ 3でも同じことができるので，Tate予想を示すだけならば，extension

property をとくに調整せずM sm 上でのみ周期写像を定義するのでもよかったよう

だ．ところで [KMP16, Remark A.16] によると，逆に Tate 予想を用いて周期写像

をM 全体に伸ばせることを示せるらしい．）

(X, ξ) /∈M sm を含む quasi-polarized supersingular K3曲面の非自明な族をとる．

すると，M sm の補集合は 0 次元であることから，その族の一般の元では Tate 予想

が成り立つ（つまり Picard数は 22である）．supersingularな K3曲面の族において

Picard 数が局所定数であること（Artin [Art74, Theorem 1.1]）から，X の場合の

Tate予想が従う．

正標数の有限生成体上の K3曲面の Tate予想は，有限体の場合から簡単な議論で

従う（参考：[Zar76]）．

定理 5.1の証明の概略を述べる．

まず，Lをより大きい格子 L′（符号 (+2,−n′)）に埋め込むことで，Lが pで自己

双対でありかつ L(As) ̸= 0を満たす場合に帰着できる．（この議論のために L2d に限

定せずより一般の格子に対して整正準モデルを構成していた！）
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r で割り切れる正整数 mに対し，GSpin(Vl,s)の中での Frobm の commutantを

Il,m と書く．Il = lim−→m
Il,m とおく．なお，十分割り切れるmに対して（つまり，あ

るm0 が存在して，m0 で割り切れる任意のmに対して），Il,m は一定である．

一方，Aut◦(As)を，End(As)⊗Qの単数のなす Q上の代数群とする（つまり，Q
スキーム T に対し (End(As)⊗Z T )

∗ を対応させる）．l進およびクリスタリンの実現

が GSpin(V?,s)に含まれる Aut◦(As)の最大の閉部分群を I とおく．

次の命題がキーである．

命題 5.2（Kisin [Kis17, Corollary 2.1.7], Madapusi Pera [MP15, Proposition 6.10]）

l ̸= pを，SO(Vl,s)が splitであり，かつ Frobm の固有多項式が Ql で完全分解する

ような素数とする（そのような素数は正の密度をもつ，とくにそのような素数は存在

する）．このとき自然な射 IQl
→ Il は同型である．

I と Il の定義で「GSpin(Vl,s)に入る」という条件を取り除くと，これはアーベル

多様体 Aの Tate予想そのもの（を群で言い換えたもの）である．その意味でこの命

題は「special endomorphismの Tate予想」と捉えられる．（都合のいい l をとって

証明するところおよび，結果的にはすべての lで成立する（[Kis17, Corollary 2.3.2]）

ところも [Tat66]と似ている．）

この命題の証明は大変なのでここでは述べない．あらすじを表面的に述べる

と，まず命題を I(Q)\Il(Ql) がコンパクトであることに帰着し，I(Q)\Il(Ql) から

S̃p(L)(Fp)への単射を構成し，すると I(Q)\Il(Ql)が profiniteであることが分かり

とくにコンパクトである．

この命題を認めれば定理 5.1の証明は簡単である．

定理 5.1の証明 各射は単射で，右辺の次元 rl が lによらないので，ひとつの l ̸= p

で全射を示せばよい．L(As)⊗Ql → lim−→m
VFrobm=1

l,s は IQl
表現の射であり，前命題

のように l をとると Il 表現の射になるが，右辺は既約 Il 表現であることが分かり，

左辺は ̸= 0なので，全射である．
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