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概 要

標数 p > 0のK3曲面上の derivationは自明なもの以外に存在しない（定理
2.5）が，RDP K3曲面（定義 1.2）上には非自明なものが存在することがあ
る．そのうち µp, αp作用に対応するものに関する私の研究結果について述
べる．主な結果として，µp作用について商がRDP K3曲面であることと作
用が symplecticであることの同値性（定理 4.4），Z/pZ, µp, αp作用で商が
RDP K3曲面であるときの商特異点の決定（定理 4.8），µp, αp作用で商が
RDP K3曲面であるときの高さの決定（定理 6.2）がある．

1節で有理二重点（RDP）について，3節でderivationについて，5節でK3曲面の高
さについて復習する．2節では標数 0のK3曲面への有限群作用とその正標数還元につ
いて述べ，RDP K3曲面およびそれへのµp, αpの作用が自然に現れることを見る．4節
ではまずK3曲面への素数位数巡回群の作用について復習した後，µp, αpの作用に関す
る結果を紹介する．6節では，RDP K3曲面のµpまたはαpによる商がRDP K3曲面で
ある場合に，これらの曲面の高さを決定できることを説明する．
本稿では代数閉体k上で考える（2節を除く）．

1. 有理二重点（RDP）
定義 1.1. 正則でない2次元正規局所環X = SpecAが有理二重点 (rational double point,

RDP) であるとは，最小特異点解消 X̃ → Xに対してKX̃/X = 0が成り立つことである．

このとき，最小特異点解消の例外曲線のなす双対グラフはAn (n ≥ 1), Dn (n ≥ 4),

En (n = 6, 7, 8) 型のDynkin図形になる．特異点のこともAn型，Dn型，En型とよぶ．
標数0では，RDPであることは，SL2(k)の（非自明な）有限部分群による正則局所
環の商の形に書けることと同値である．正標数ではこの同値は成り立たないが，位数
が標数と素なSL2(k)の（非自明な）有限部分群による商はRDPである．
ほとんどの場合は標数とDynkin図形から特異点（の完備化）の同型類は一意に定ま
るが，一部の場合では複数の同型類が存在する．それらをnon-taut RDPとよぶ．標数
2のDnとEn，標数3のEn，標数5のE8が該当する．Artin [Art77]の分類および記号
に従い，第2の添字 rを用いてDr

n, E
r
nと表す．

定義 1.2. 特異点が高々RDPである曲面をRDP曲面とよぶ（滑らかなものも含める）．
properなRDP曲面で最小特異点解消がK3曲面 (resp. Enriques曲面) であるものを

RDP K3曲面 (resp. RDP Enriques曲面) とよぶ（滑らかなものも含める）．

本研究は JSPS頭脳循環を加速する戦略的国際研究ネットワーク推進プログラムR2603および JSPS科
研費 JP15H05738, JP16K17560の助成を受けたものです．
2010 Mathematics Subject Classification: 14J28 (Primary) 14L20, 14L30, 14J17, 14B15 (Secondary)
∗〒 278-8510 千葉県野田市山崎 2641 東京理科大学理工学部数学科
e-mail: matsumoto.yuya.m@gmail.com, matsumoto_yuya@ma.noda.tus.ac.jp

web: http://yuyamatsumoto.com/

matsumoto.yuya.m@gmail.com
matsumoto_yuya@ma.noda.tus.ac.jp
http://yuyamatsumoto.com/


2. K3曲面への有限群作用とその正標数還元
（標数 pの）RDP K3曲面へのµp, αpへの作用を考える動機の一つは，それらが標数 0

のK3曲面上の位数p自己同型の標数p還元として自然に現れることである．
Rを完備離散付値環とし，その商体をK，剰余体をkと書く．以下Kは標数0でkは
標数p > 0と仮定する．

定義 2.1. XをK上のK3曲面とする．

(1) R上固有かつ滑らかな代数空間X であって，X ⊗R K ∼= Xを満たすものを（X

のR上の）smooth modelとよぶ．
(2) R上固有な代数空間X であって，X ⊗R K ∼= Xを満たし，X ⊗R kはRDP曲面
であるものを（XのR上の）RDP modelとよぶ．

定義 2.2. smooth modelが存在するときXは（R上）良い還元をもつという．

なお正確には代数空間X と同型射X ⊗R K ∼= Xの組のことをmodelとよぶべきだ
が，ここでは気にしない．次が成り立つ．

命題 2.3 ([LM18b, Section 4]など). (1) 定義2.1の(1) (resp. (2))において，特殊ファ
イバーXk := X ⊗R kはK3曲面 (resp. RDP K3曲面) になる．

(2) RDP modelの特殊ファイバーの最小特異点解消はmodelのとり方によらず同型
になる．

(3) XがRDP modelをもつならば，適当な有限次拡大R′/R上でXR′ := X ⊗R R′は
smooth modelをもつ．

さて，XをR上良い還元をもつK3曲面とし，有限群GがXに（忠実に）作用して
いるとする．この作用は（Kを適当に拡大したうえで）適当な smooth modelに延長で
きることもあるし，できないこともある．
Gの位数がpと素である場合には，作用が延長可能である（延長する smooth model

が存在する）ための十分条件を [Mat16, Theorems 1.1, 1.3]で与えた．例えばGのXへ
の作用が symplectic（定義4.1）ならば十分である．
一方で，Gの位数がpの冪である場合，G作用の延長の特殊ファイバーへの制限が自
明になってしまうことがある．この場合，抽象群Gの作用の延長ではなく，K上でG

に同型なR上の群スキームGの作用への延長を考える方が適切である．次が示せる．

命題 2.4. Xを良い還元をもつK3曲面とし，位数pの巡回群GがXに作用していると
する．このとき，Rを適当な有限次拡大で置き換えると次が成り立つ．G ⊗R K ∼= Gを
満たすR上の有限平坦群スキームGと，XのR上のRDP model X と，GのX への作
用であって，K上ではGのXへの作用に一致し，k上でのGkのXkへの作用が非自明
であるものが存在する．さらに，Gkはmodelによらず定まり，XkはGk作用込みで双
有理同値を除きmodelによらず定まる．

このとき，Gkはk上の長さpの有限群スキームであり，したがって（kを有限次拡大
で置き換えれば）Z/pZ, µp, αpのいずれかに同型である．
後述の命題 3.2から，µpやαpの作用はある種の derivationと対応する．次の事実か
ら，Gkがµpまたはαpである場合，Xkは必ず特異点を1つ以上もつことが分かる．

定理 2.5 (Rudakov–Shafarevich [RS76, Theorem 7], Nygaard [Nyg79, Corollary 3.5],

Lang–Nygaard [LN80]). （滑らかな）K3曲面上のderivationは0以外に存在しない．



µp作用やαp作用の例を挙げよう．

例 2.6. y2 = x3+t7x+tで定まる標数0の楕円K3曲面は(g(x), g(y), g(t)) = (ζ219x, ζ
3
19y, ζ

6
19t)

という位数19の自己同型 gをもつ．同じ式がZ19[ζ19]上のRDP modelを与える（標数
p = 19での特殊ファイバーXkは t = (−27/4)1/19でA18型RDPをもつ）．ζ19の還元は
1なので，この自己同型gの式をそのまま適用すると自明になってしまう．その代わり
に，G = ⟨g⟩の作用は，RDP modelへのある群スキームGの作用に延長でき，それは
Xk上に (D(x), D(y), D(t)) = (2x, 3y, 6t)という derivation D (of multiplicative type)

に対応するµ19作用を誘導する．このD作用はXkの特異点解消には延長できず，した
がってG作用は smooth modelには延長できない．
w2 = x6 + xy5 + yz5で定まる標数0のK3曲面は (g(w) : g(x) : g(y) : g(z)) = (w : x :

ζ525y : ζ425z)という位数 25の自己同型 gをもつ．適切に変形した式が剰余標数 p = 5の
RDP modelを与える．gの還元は位数（25ではなく）5の自己同型を与える．G = ⟨g5⟩
の作用は特殊ファイバー上のα5作用を誘導する（細かい計算は省略する）．
ちなみに，これらのK3曲面と自己同型は，標数0で位数19, 25を達成する唯一の例
である（例は金銅 [Kon92, Section 7]により与えられ．一意性は小木曽–Zhang [OZ00,

Theorem 2]により示された）．

逆に，標数 pのK3曲面とµpまたはαpの作用が与えられたとき，標数 0への lifting

が存在するかも興味深い問題である．次の意味で肯定的に予想している．

予想 2.7. Xは標数pの体k上のRDP K3曲面で，G = µpまたはG = αpが作用してい
るとする．このとき，kを剰余体にもつ完備離散付値環R，R上の長さpの有限平坦群
スキームG，Rの商体上のK3曲面のR上のRDP model X，およびGのX への作用で
あって，⊗RkするとGのXへの作用に一致するものが存在する．

根拠としては，まずK3曲面単独ならばいつでも liftingが存在すること，µp作用は標
数 ̸= pでのZ/pZ作用とパラレルな性質が多いこと，αp作用はµp作用またはZ/pZ作
用の極限として書けることが多いことが挙げられる．一方，一般の有限群の作用は必
ずしも liftしないので，難しいところかもしれない．
本稿ではこれ以降，標数 0と標数 pの行き来については扱わず，代数閉体 k上のK3

曲面と作用についてのみ考える．

3. derivation

定義 3.1. Xをスキームとする．X上の derivationとは，k線形な射D : OX → OXで
あって，Leibniz則D(fg) = D(f)g + fD(g)を満たすものである．
Xが標数 pのスキームだとする．Xの derivation Dによる商XDとは，位相空間X

と構造層OXD := (OX)
D := {a ∈ OX | D(a) = 0} からなるスキームである．(OX)

Dが
OX

(p) := {bp | b ∈ OX}を含むことから，このXDがスキームであることと，フロベニ
ウス射X → X(p)がX → XD → X(p)と分解することが分かる．
以下簡単のため X は integralと仮定する．ある h ∈ k(X)に対し derivation Dが

Dp = hDを満たすとき，Dはp-closedであるという．Dが非零かつp-closedのとき，有
限射X → XDの次数はpとなる．

命題 3.2. スキームXへの群スキームµp (resp. αp) の作用は，Dp = D (resp. Dp = 0)

を満たすX上のderivation Dと一対一に対応し，商X/µp (resp. X/αp) はXDに一致



する．なお，このような derivation は of multiplicative type (resp. of additive type)

であるという．

次にD作用の固定点を定義する．

定義 3.3. DをスキームX上のderivationとする．Im(D)の生成するOXのイデアルに
対応するXの閉部分スキームをFix(D)と書き，これ（の台）の元をDの固定点とよ
ぶ．DがG = µpまたはG = αpの作用に対応するとき，G作用の固定点ともよぶ．

DをX上のderivationとするとき，DはΩi
Xにも自然に作用する：D(df) = d(D(f))

およびD(α ∧ β) = D(α) ∧ β + α ∧ D(β)で特徴づけられる．したがってH0(X,Ωi
X)

にも作用する．また，元の derivation DがDp = λD（λ ∈ k）を満たすならばΩi
Xや

H0(X,Ωi
X)への拡張も同じ関係式を満たす．

4. K3曲面への群スキームの作用と商
動機づけも兼ねて，まず 4.1–4.2節で有限群のK3曲面への作用について復習し，その
後に4.3–4.4節で（標数pでの）µpやαpの作用について述べる．

4.1. Z/lZ作用（lは標数と異なる素数）

H0(X,Ω2
X)は 1次元 kベクトル空間なので，各 g ∈ Aut(X)の H0(X,Ω2

X)への作用
は定数倍であるが，標数 2で超特異の場合を除き，この定数はいつでも 1の冪根であ
ることが知られている（標数 0の場合：上野 [Uen75, Theorem 14.10]または Nikulin

[Nik81, Theorem 10.1.2]．標数p > 0で超特異でない場合：Lieblich–Maulik [LM18a]の
結果を用いて標数0に帰着する．標数p > 2で超特異の場合：Nygaard [Nyg80, Theorem

2.1]．）

定義 4.1. 群GのK3曲面Xへの作用は，誘導するH0(X,Ω2
X)への作用が自明である

とき，symplecticであるという．

定理 4.2 (Nikulin [Nik79, Section 4] +α). XをK3曲面とし，有限群GがXに作用して
いるとする．kの標数はGの位数を割らないとする．このとき，Gの作用が symplectic

ならばX/GはRDP K3曲面であり，non-symplecticならばX/GはRDP Enriques曲面
または有理曲面である．

証明. 作用が symplecticならば商がRDP K3曲面になることのみ証明する．
各固定点での接空間への（その点の固定部分群の）作用は，標数と素であることか
ら線形化でき，symplecticであることからSL2(k)に含まれることが従い，位数が標数
と素なSL2(k)の有限部分群の作用であることから商はRDPになる．
前段落から，固定点集合が孤立点のみからなることが分かる．したがって分岐因子
が 0なので，X上の大域 2次微分形式は (X/G)sm上のものを誘導し，零点集合も対応
する（Y sm = Y \ Sing(Y )はY の smooth locus）．
以上よりXはRDP曲面でその最小特異点解消 X̃は標準因子が自明であることが分
かる．あとは X̃がアーベル曲面や（標数 2の non-classicalな）Enriques曲面などでな
いことを示せばよい（略）．

Nikulin [Nik79, Section 5]はさらに，アーベル群の場合に，標数0のK3曲面に sym-

plecticに作用しうるアーベル群をすべて決定した．例えば巡回群に関しては位数 8以



下のものがすべて現れ，それ以外は現れない．アーベル群に限定しない結果は向井
[Muk88, Theorem 0.3]により与えられた．
さらに，（少なくとも巡回群の場合は）symplectic作用の商特異点も決定されている．
簡単のためGが巡回群で位数が素数 lである場合のみ述べる．このとき，l ≤ 7であ
り，G作用の固定点は必ず 24/(l + 1)個あり，その像はAl−1型のRDPになることが
知られている．各点での作用は完備化すると k[[x, y]]への (g(x), g(y)) = (ζ ilx, ζ

−i
l y),

i ∈ (Z/lZ)∗, であり商は k[[xl, yl, xy]] ∼= k[[X,Y, Z]]/(XY − Z l)である．特異点の個数
は，X \ Fix(G) → (X/G)smが位数 lの有限エタール被覆であることを用いて，Euler-

Poincaré標数を比較することで求められる．
symplecticと限らない場合の有限位数自己同型の位数は，素数ならば 19以下，一
般には（標数 2, 3以外では）66以下であることが知られている（Keum [Keu16, Main

Theorem]）．

4.2. Z/pZ作用（標数p）

kが標数p > 0で，Gが位数pの巡回群だとする．このときは定理4.2は成立しない．そ
もそも，H0(X,Ω2

X)が標数pの1次元ベクトル空間なので，位数pの自己同型のこの空
間への作用は必ず自明になり，symplecticか否かによる分類は無意味になってしまう．
定理 4.2のような簡単な判定法は今のところないが，ひとまず Gによる商が RDP

K3曲面である場合を考える．このとき，各商特異点の（完備化の閉点の補集合の）
エタール基本群は Gに同型になる．正標数の RDPの基本群および普遍被覆は Artin

[Art77, Sections 4–5]により計算されており，このことから商特異点は標数2のときDr
4r

またはE2
8 , 標数3のときE1

6 , 標数5のときE1
8 , に限られる（それ以外の標数では存在し

ない）ことが分かる．Dolgachev–Keum [DK01, Theorem 2.4 and Remark 2.6]は，大
域的な考察により，p ≤ 5を示し，特異点の配置（何がいくつあるか）をある程度限定
した．[Mat19b, Theorem 7.3]で可能な配置を完全に決定した．結果は 4.4節でまとめ
て述べる．
商がRDP K3曲面と限らない場合（他にはRDP Enriques曲面と有理曲面の可能性
がある），標数p位数pの自己同型はp ≤ 11で存在し他のpでは存在しないことが知ら
れている（Dolgachev–Keum [DK09, Theorem 2.1]）．

4.3. µp作用（標数p）

定理2.5より，µpやαpはK3曲面に作用できないが，RDP K3曲面には作用しうる．
Xが smoothでないRDP K3曲面のとき，H0(X,Ω2

X) = 0だが，H0(Xsm,Ω2
X) は 1

次元kベクトル空間でありH0(X̃,Ω2
X̃
)と自然に同型になる（Xsm = X \ Sing(X)はX

の smooth locusで，X̃はXの最小特異点解消）．µpの作用に対応するderivation Dは
この 1次元空間H0(Xsm,Ω2

X)に定数倍で作用し，Dp = Dなのでその定数は {x ∈ k |
xp = x} = Fpに属する．そこで，定義4.1に倣って次のように定義する．

定義 4.3 ([Mat19a, Definition 2.6]). RDP K3曲面Xへのµpの作用は，対応するderiva-

tionのH0(Xsm,Ω2
X)への作用が自明（零）であるとき，symplecticであるという．

すると，定理4.2の類似である次の定理が成り立つ．

定理 4.4 ([Mat19a, Theorem 5.1]). Xを標数pのRDP K3曲面とし，G = µpがXに作
用しているとする．このとき，Gの作用が symplecticならばX/GはRDP K3曲面であ
り，non-symplecticならばX/GはRDP Enriques曲面または有理曲面である．



証明. 商写像を πと書く．まず一般に，Xsm上のΩ2
X((D))の大域切断と (XD)sm上の

Ω2
XD(π∗((D)))の大域切断が一対一に対応し，零点集合も対応する [Mat19a, Proposition

2.14], [Mat19b, Proposition 2.7]．ただし (D)はFix(D)の因子部分である．この事実も
位数が標数と素な群の作用による商の場合と類似するが，その場合は単に商の微分形
式を引き戻すことで同型写像が得られるのに対し，今の場合はもう少し工夫がいると
いう違いはある（πは純非分離なので微分形式の引き戻しは零写像になってしまう）．
作用が symplecticならば商がRDP K3曲面になることのみ証明する．
商特異点がRDPであることを示す．固定点が滑らかな点の場合，D作用を線形化でき，

symplecticであることから (D(x), D(y)) = (ix,−iy), i ∈ F∗
p,の形に書けることが分かる

（x, yは極大イデアルの生成系）．完備化すると商はk[[xp, yp, xy]] ∼= k[[X,Y, Z]]/(XY −
Zp)である．RDPである固定点がある場合は，Xのその点でのblow-up X ′にD作用が
延長するので，そちらに帰着する（RDPのblow-upとµp商はいずれも大域微分形式を
保つことからX ′D → XDが crepantであることが従う）．
前段落から，固定点集合が孤立点のみからなることが分かる．したがって，(D) = 0

が成り立ち，前述の対応で (XD)sm上の大域微分形式が得られる．
以上よりXはRDP曲面でその最小特異点解消 X̃は標準因子が自明であることが分
かる．あとは X̃がアーベル曲面や（標数 2の non-classicalな）Enriques曲面などでな
いことを示せばよい（略）．

有限群の作用の場合にはXとして滑らかなK3曲面のみ考えていたが，今はX自身
にも特異点があることが避けられないので，商特異点の考察がややこしくなる．そこ
で次のmaximalという条件を課して考えることにする．

定義 4.5 ([Mat19a, Definition 4.6], [Mat19b, Definition 3.4]). RDP K3曲面XにG = µp

またはG = αpが作用しているとし，商写像をπ : X → X/Gと書く．どの閉点x ∈ X

に対しても xと π(x)の高々一方のみが特異点であるとき，G作用（または対応する
derivation，または商写像π）はmaximalであるという．

命題 4.6 ([Mat19a, Proposition 6.6], [Mat19b, Corollary 3.5]). 任意のRDP K3曲面へ
のG作用はmaximalなものに双有理同値である．

µp作用がsymplecticかつmaximalである場合，p ≤ 7でありX/µpの特異点は24/(p+

1)個のAp−1であることが分かる（[Mat19a, Theorem 7.1]）．これも 4.1節の場合の類
似である．ただし証明は大きく異なる．

µp商やαp商は純非分離なので，次の意味で「逆向き」の射を考えることができる．
これを用いると，Xの特異点の決定はµp, αp商特異点の分類に帰着できる．

命題 4.7 ([Mat19b, Corollary 4.4]). X, Y がRDP K3曲面で，π : X → Y がG = µpま
たはG = αpによる商写像だとする．このとき，π′ : Y → X(p)もG′ = µpまたはG′ = αp

による商写像である．GとG′は一致することも異なることもある．

商がRDP K3曲面と限らない場合（他にはRDP Enriques曲面と有理曲面の可能性が
ある），µp作用はp ≤ 19で存在し他のpでは存在しない（[Mat19a, Section 8]）．p = 19

での例は例 2.6で挙げた．p = 17, 13での例も同様に標数 0の位数 p自己同型の（唯一
の）例の還元として得られる．



表 1: 標数pでのZ/lZ, µp, Z/pZ, αp商K3曲面の特異点

char. G Sing(Y ) |Pic(Y sm)tors|

p ≥ 0 Z/lZ l ≤ 7 prime, l ̸= p 24
l+1

Al−1 l

p µp p ≤ 7 24
p+1

Ap−1 p

5 Z/5Z 2E1
8 1

3 Z/3Z 2E1
6 1

2 Z/2Z 2D1
4, 1D

2
8, or 1E

2
8 1

5 α5 2E0
8 1

3 α3 2E0
6 1

2 α2 2D0
4, 1D

0
8, or 1E

0
8 1

p > 19で存在しないことは次のように示される．定理2.5からRDPが存在し，さら
に命題 4.6よりそれは固定点でないとしてよい．µpまたはαpの非固定的な作用をもつ
RDPを分類することができ [Mat19a, Theorem 4.7(1)の証明]，p > 5ならAmp−1に限
られる．mp− 1はK3曲面の第2 Betti数22より小さいのでp ≤ 19が従う．

4.4. αp作用（標数p）

αp作用についても定義 4.3と同様に symplecticを定義することはできるが，αpの作用
に対応する derivationはDp = 0を満たすため，1次元ベクトル空間への作用は必ず自
明になるので，symplecticか否かによる分類は無意味になってしまう．このため定理
4.4の類似は成立しない．
定理4.4のような簡単な判定法は今のところないが，ひとまずGによる商がRDP K3

曲面である場合を考える．命題4.6を用いてmaximalと仮定すると，正則局所環の（固
定点が閉点のみである）αp作用による商特異点の分類 [Mat19b, Lemma 3.6(2)]より，
商特異点は標数2のときD0

4rまたはE0
8 , 標数3のときE0

6 , 標数5のときE0
8 , に限られる

（それ以外の標数では存在しない）ことが分かる．さらに，可能な商特異点の配置を決
定した．Z/pZなどの場合もあわせて述べる：

定理 4.8 ([Mat19b, Theorems 7.1, 7.3]). GをZ/lZ（lは pと異なる素数）, Z/pZ, µp,

αpのいずれかとする．標数 pのRDP K3曲面XにGが作用していて商 Y = X/Gも
RDP K3曲面だとする．G = Z/lZ,Z/pZの場合にはXは smoothと仮定し，G = µp, αp

の場合には作用はmaximalであると仮定する．このとき Y の特異点 Sing(Y )および
|Pic(Y sm)tors|は表1のようになる．逆も成り立つ（詳細略）．
とくに，Y の特異点の個数は（重み付きで数えると）どの場合でも24(p− 1)/(p+1)

になる（pは群スキームの位数）．

Z/lZ作用（標数 p ̸= l）とµp作用（標数 p），Z/pZ作用（標数 p）とαp作用（標数
p）がそれぞれ類似していることが分かる．
商がRDP K3曲面と限らない場合（他にはRDP Enriques曲面と有理曲面の可能性
がある），αp作用はp ≤ 11で存在しp > 19では存在しない（例は [Mat19b, Section 9]，
非存在はµpの場合と全く同様）．p = 13, 17, 19については今のところ不明．



5. 高さ
正標数のK3曲面には高さとよばれる不変量があり，形式Brauer群を用いて定義される．

定義 5.1. 体 k上の（滑らかな可換 1次元）形式群とは，F ∈ k[[x, y]]（あるいはRを
k[[x]]に同型な環として元F ∈ R ⊗̂ R）で結合律F (x, F (y, z)) = F (F (x, y), z)などの
条件を満たすものである．char k = p > 0のとき，“p倍写像” [p](x) := F (F (. . . , x), x)

に関して，

• ある整数h ≥ 1に対して [p](x) ∈ k[[xph ]] かつxphの係数は非零であるとき，この
形式群の高さはhであるといい，

• [p](x) = 0のとき，この形式群の高さは∞であるという．

注 5.2. kが標数0の体のときは，（滑らかな可換1次元）形式群はすべて同型である．例
えば，下記の Ĝmと Ĝaの間の同型射は指数関数／対数関数のTaylor展開を用いて構成
できる．しかしこれらの級数はあらゆる素数を分母にもつため，正標数では使えない．

例 5.3. • F (x, y) = x+ yで定まる形式群 Ĝaは，正標数のとき，[p](x) = 0であり
高さは∞である．

• F (x, y) = x+ y+ xyで定まる形式群 Ĝmは，正標数のとき，[p](x) = xpなので高
さは1である．

• 楕円曲線Eに対し，Eの加法構造からEの原点での完備化 Ê := Spf ÔE,0に形式
群の構造が定まる．Êの高さhは 1または 2である．h = 1 (resp. h = 2) のとき
Eは通常 (ordinary) (resp. 超特異 (supersingular)) な楕円曲線である．

Artin–Mazur [AM77] は一般次元のCalabi–Yau多様体に対する形式群を導入し，そ
の高さを多様体の高さと定義した．K3曲面の場合，この形式群は形式Brauer群とよ
ばれる．楕円曲線の場合，この形式群は形式Picard群とよばれ，上記の Êに自然に同
型になる．
また，この高さは truncated Witt vector係数のコホモロジーで特徴づけられる：

定理 5.4 (van der Geer–桂 [vdGK00, Theorem 5.1]). K3曲面Xに対し，

ht(X) = min{n ∈ N | F ∗ : H2(X,Wn(OX)) → H2(X,Wn(OX))は非零である}.

ただしmin ∅ := ∞とする．なおF : X → Xはフロベニウス射であり，Wn(OX)はOX

上の truncated Witt vectorのなす環の層である．

6. µp, αp作用と高さ
RDP K3曲面XにG = µpまたはG = αpが作用していて，商Y もRDP K3曲面だとす
る．このとき作用とX,Y の高さには密接な関係がある．これを証明するために，まず
高さの概念をK3曲面からK3曲面間の射へ一般化する．Witt vectorコホモロジーを用
いた特徴付け（定理 5.4）は滑らかなK3曲面についてのものだったが，RDP K3曲面
でも成り立つことが分かる（RDP K3曲面の高さはその最小特異点解消の高さと定め
る）ので，次のように一般化できる．

定義 6.1 ([Mat19c, Definition 6.1]). RDP K3曲面間の射π : X → Y の高さht(π)を次
で定める．

ht(π) = min{n ∈ N | π∗ : H2(Y,Wn(OY )) → H2(X,Wn(OX))は非零である}.



定理 6.2 ([Mat19c, Theorem 6.6]). πがG = µpまたはG = αpによる商写像だとする．

(1) πがmaximalであるとき，

ht(π) =


1 if G = µp (このときp ≤ 7かつSing(Y ) = 24

p+1
Ap−1),

2 if G = αp and (p, Sing(Y )) = (2, 2D0
4), (3, 2E

0
6), (5, 2E

0
8),

3 if G = αp and (p, Sing(Y )) = (2, 1D0
8),

4 if G = αp and (p, Sing(Y )) = (2, 1E0
8)

が成り立つ．なお，これですべての場合を尽くしている（定理4.8）．
(2) （πがmaximalか否かによらず，）ht(π)は有限である．
(3) π′を命題 4.7のように定めるとき，ht(X) = ht(Y ) = ht(π) + ht(π′) − 1である．
とくに，XおよびY の高さは有限である．

証明. (1) 局所環の射 π : SpecB → SpecAと自然数 nに対し，πによる引き戻し写像
π∗ : Ext2Wn(A)(A/mA,Wn(A)) → Ext2Wn(B)(B/mAB,Wn(B))を定義する（[Mat19c, Sec-

tion 3]）．π が RDP K3 曲面の射 π : X → Y の局所化（つまり B = OX,x, A =

OY,π(x)）である場合，この射はExt2Wn(A)(A/mA,Wn(A)) ∼= Ext2(OY /mπ(x),Wn(OY ))
γ−→

Ext2(Wn(OY ),Wn(OY )) = H2(Wn(OY ))およびXの方の同様の射を通じてπ∗ : H2(Y,Wn(OY )) →
H2(X,Wn(OX))と可換である．またn = 1のときγは同型射である．これらを用いて，
曲面の方のπ∗が零写像か否かを局所環の方のπ∗の計算から決定できる場合がある．
πが (1)の条件を満たす射の場合，G作用の固定点とその像である商特異点に対し具
体的にExt2間の射π∗を計算（詳細略）することで，ht(π)に関する主張が従う．
(2) 命題4.6でmaximalの場合に帰着できる．
(3) n ≥ ht(π)のとき π∗の像が V ht(π)−1(H2(X,Wn−(ht(π)−1)(OX)))であることが示
せる．ここから，ht(π) − 1が合成に関して加法的に振る舞うことが従う．定義から
ht(X) = ht(FX : X → X)であり，そしてFX = π′ ◦ πである．

系 6.3. RDP K3曲面XにG = µpまたはG = αpが（非自明に）作用しているとす
る．このとき，Xが高さ有限ならばX/GはRDP K3曲面であり，Xが高さ無限ならば
X/GはRDP Enriques曲面または有理曲面である．

証明. 商としてこれ以外の可能性がないことは [Mat19b, Proposition 4.1]で示した．
X/GがRDP K3曲面ならば定理6.2(3)よりX,X/Gは高さ有限である．
X/GがRDP Enriques曲面または有理曲面だとする．いずれの場合も，l進エタール
コホモロジー群H2

ét(X/G,Ql)は代数的サイクル（因子）のコホモロジー類で生成され
ていることに注意する．πが純非分離なので，π∗ : H2

ét(X/G,Ql) → H2
ét(X,Ql)は同型

射であり，したがってH2
ét(X,Ql)は代数的サイクルで生成され，Xの最小特異点解消 X̃

に関してもそうである．これが可能なのは高さ無限（超特異）のときのみである．

注 6.4. 本節ではG = µpまたはG = αpによる商写像の高さの決定について述べたが，
一般のRDP K3曲面のフロベニウス射に対して同様の議論を行うことができる．この
結果，Xがnon-taut RDPをもつときに，ht(X)を決定もしくは下から評価することが
できる．詳細は [Mat19c, Theorem 1.2]をご参照いただきたい．
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